UEBER DEN GOURSAT’SCHEN BEWEIS
DES CAUCHY'SCHEN INTEGRALSATZES®

VON
ALFRED PRINGSHEIM

Der Caucny’sche Satz iiber das Verschwinden eines geschlossenen Integrals
von der Form f J(2)dz hat durch die in Bd. 1, pp. 14-16 dieser Zeitschrift

von Herrn GOURSAT publicirte Note eine ausserordentlich bemerkenswerthe Er-
weiterung erfahren, insofern alle bisherigen Beweise, um vollstindig und exakt
zu sein, die Stetigkeit von f'(z) oder, was im wesentlichen auf dasselbe hinaus-
lauft,t die gleichmassige Differenzirbarkeit von f'(2), entweder schlechthin oder
zum mindesten in gewissem Umfange § zur unentbehrlichen Voraussetzung hatten.
In jener Note zeigt nun Herr GOURSAT, dass man denjenigen Hauptschluss,
welcher bei dem friiher (A cta math., T. IV (1884), pp. 197-200) von ihm mit-
getheilten Beweise auf der Voraussetzung der gleickmdassigen Differenzerbarkeit
beruht, mit Hiilfe einer weniger speciellen, jeder (im complexen Sinne) diffe-
renzirbaren Function eo ¢pso zukommenden Eigenschaft herleiten kann. Die-
selbe ist enthalten in dem folgenden LEMMA :

E's sei f(2) fiir alle Stellen eines von der geschlossenen Curve C begrenzten
Bereiches A stetig und mit einer endlichen Derivirten f'(z) begabt. Wird
dann e > 0 beliebig vorgeschrieben. so lisst sich A (auf unendlich viele Arten)
in hinldnglich kleine Theilstiicke A, zerlegen, derart dass :

() |f @) =Sf&) — (2 — &) f'(E) = €|z, — &
Dabei bedeutet z, jeden beliebigen Punkt auf der Begrenzung wvon
A,, & cinen bestimmten, im Innern oder auf der Begrenzung von A,
allemal wirklich vorhandenen Punkt.

Nachdem Herr GoursaT dieses Lemma bewiesen, begniigt er sich im iibrigen
mit der Bemerkung, man konne nun auf Grund desselben die fiir seinen oben
citirten, ersten Beweis erforderliche Theilung des Gesammtbereiches immer so

* Presented to the Society at the Ithaca meeting, August 19, 1901. Received for publication
May 24, 1901.

tVgl. Miinchener Berichte, Bd. 25 (1895), p. 295.

tVgl. Miinchener Berichte, Bd. 29 (1899), p. 61. W. F. Osgoop, American M. S.
Bulletin, Bd. 5 (1898), p. 85.
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einrichten, dass das wbrige Raisonnement in nichts gedindert zu werden
brauche.* Dieser cum grano salis zwar zutreffende Ausspruch ist indessen sei-
nem Wortlaute nach nicht ganz exakt, ja sogar dazu angethan, 1 beziiglich der
Tragweite des obigen Lemmas und der richtigen Art seiner Anwendung ge-
wisse Missverstindnisse und Zweifel hervorzurufen, § ndmlich: Der urspriing-
liche GoursaT’sche Beweis des CAUuCHY’schen Satzes beruht auf einer Theilung
des Bereiches A4, in lauter congruente, einen gewissen Kleinheitsgrad § besitzende
Quadrate bezw. (lings des Randes) Bruchstiicke solcher Quadrate, wobei aber
jedes in Betracht kommende Quadrat immer nur ¢in solches Bruchstiick liefert,
und nicht in der Weise zerfallen soll, dass melrere Bruchstiicke dem Bereiche
A angehiren. (Ich will diese Art der Theilung im folgenden stets durch den
Ausdruck bezeichnen : es werde der Bereich A4 in Quadrate «etc.” zerlegt).

Fasst man also den obigen Ausspruch des Herrn GOURSAT nach seinem
Wortlaute auf, so miisste man annehmen, es existire auf Grund jenes Lemmas
allemal eine Eintheilung in lauter congruente Quadrate “etc.” A, , derart dass
fiir jedes 4, die Bedingung (I) erfiillt ist. Dies geht nun aber aus dem Be-
weise des fraglichen Lemmas keineswegs hervor, vielmehr lehrt derselbe nur so
viel, dass unter ciner gewissen der Randcurve C aufzuerlegenden Beschrink-
ung zwar stets quadratische Eintheilungen der verlangten Art vorhanden sind,
dass dieselben aber im allgemeinen aus Quadraten bezw. Bruchstiicken von Qua-
draten verschiedener Grossen bestehen werden.

Vor allem hat man die Randcurve O als abtheilungsweise monoton d. h. so
anzunehmen, dass jede ihrer beiden Coordinaten nur eine endliche Anzahl von
Extremen aufzuweisen hat.| Man kann alsdann eine Strecke A, hinlinglich

* ¢ sans modifier'en rien le reste du raisonnement.”’ (a. a. O., p. 16.)

1 It is understood that the criticism relates merely to verbal form, and that neither the scope
of GOURSAT’S lemma nor its manner of application in proof of GOURSAT'S form of CAUCHY’S
theorem is subject to reasonable doubt. The lemma neither in statement nor in proof refers to
an ultimate division into congruent squares, while the division into such squares utilized in
GOURSAT’S original proof of CAUCHY’S theorem is evidently not an essential part of that proof.
In view however of the importance of the subject the application of the lemma may well be given
explicitly ; cf. p. 416 of the text.—THE EDITORS.

t Herr E. V. HUNTINGTON (Strassburg) hatte die Giite, mich hierauf aufmerksam zu
machen.

§ Ein von vornherein bestimmter (nimlich von der Natur der Randcurve abhiingiger)
Kleinheitsgrad des quadratischen Gitters ist erforderlich, wenn jedes am Randeauftretende Theil-
stiick lediglich von einem zusammenhiingenden Stiicke der Randcurve, im iibrigen von einem
Theile eines Gitterquadrates begrenzt sein soll. Man kann im {ibrigen diese (von GOURSAT still-
schweigend, von O. STOLZ, Grundziige der Diff.- und Integr.-R., 11, pp. 213, 218, ausdriicklich ge-
machte) Voraussetzung in gewissem Umfange auch fallen lassen, ohne das betreffende Raison-
nement im wesentlichen zu indern. (Siehe weiter unten).

|| Es wiirde nicht einmal geniigen anzunehmen : Die Curve C soll von jeder zu den Axen pa-
rallelen Graden nur in einer endlichen Anzahl von Punkten geschniften werden ( wobei eine Gerade
welche die Curve in unendlich vielen Punkten beriikrt oder durch unendlich viele Spitzen geht
nicht als Schnittlinie anzusehen wire): dabei braucht nimlich die Anzahl der Schnittpunkte
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klein so fixiren, dass kein Quadrat, dessen Seiten =X und den Coordinaten-
axen parallel sind, von der Randcurve in mehr als zwei Stiicke zerschnitten wird.
Denkt man sich nun den Bereich A4 zunichst mit einem quadratischen Gitter
von der Seitenlinge X =2 iiberzogen, so folgt aus der beim Beweise des GOUR-
sAT’schen Lemmas angewendeten Schlussweise fiir’s erste nur so viel, dass bei
hinlinglicher Verkleinerung von X (etwa durch Untertheilung von A ) ein oder
mehrere Theilbereiche A4, der Bedingung (I) geniigen miissen; sodann, dass
jeder Theilbereich A, welcher der Bedingung (I) noch nicht geniigt, durch
weitere geeignete Untertheilung im Quadrate “etc.” mit der Eigenschaft (I)
zerlegt werden konne. Es folgt aber nicht, dass die fiir irgend ein A, geeig-
nete Untertheilung dieses A, in lauter congruente Quadrate “etc.” zerlegen
miisse und, selbst wenn dies der Fall sein sollte, dass die Anwendung der néim-
lichen Untertheilung auf irgend einen der mit A4, bezeichneten, schon der Be-
dingung (I) geniigenden Theilbereiche wieder lauter Theilbereiche mit der K-
genschaft (I) liefern miisse.

Im {ibrigen wird man jene ¢“geeignete” Untertheilung am einfachsten in der
Weise erzielen, dass man jedes der Quadrate, welches einen Theilbereich A,
ausmacht oder in sich enthilt, in 4 congruente Quadrate mit der Seitenlinge
A/2 zerlegt, jedes dieser letzteren, sofern es nicht bereits cinen der Bedingung
(X) geniigenden Theilbereich ligfert oder liberhaupt keine Innenpunkte von A
mehr enthilt, wieder in 4 congruente Quadrate mit der Seitenlinge A /4 u. s. f.
Der GoursaT’sche Schluss lehrt dann, dass der angedeutete Process, bei dem
also jedesmal alle diejenigen Quadrate, welche der Bedingung (I) bereits genii-
gende Theilbereiche liefern oder keine Innerpunkte von 4 mehr enthalten, von
der weiteren Untertheilung ausgeschlossen sind, nach einer begrenzten Anzahl
von Operationen zu dem gewiinschten Endziele fiihren muss. Man gelangtalso auf
diese Weise zu der folgenden psecielleren Formulirung des fraglichen Lemmas.

Unter den oben iber f(z) und iber die Randcurve C gemachten Voraus-
setzungen lasst sich der Bereich A in eine endliche Anzakl von Quadraten @,
und (oben naher qualificirten) Bruchsticken R, von Quadraten mit der Sei-

noch nicht (wie bei einer abtheilungsweise monofonen Curve) unter einer festen endlichen Zahl zu
bleiben ( Beispiel : y =2 sin? 1/z in jedem endlichen die Stelle 2 —0 enthaltenden Intervall).
In Folge dessen kiénnten sich bei der Untertheilung die Schuittpunkte jedesmal so vermehren,
dass am Rande von 4 immer noch Quadrate vorhanden bleiben, welche mehrere Theilstiicke von
A enthalten. Man konnte indessen in diesem Falle dem fraglichen LLemma die folgende, fiir den
Beweis des Integralsatzes noch ausreichende (s. die folgende Fussnote) Form geben : ,, Der Be-
reich A ldasst sich mit einer endlichen Anzahl von Quadraten Qv uberdecken, derart dass jedes Qu nur
eine endliche Anzahl von Theilstiicken Am, des Bereiches A und iiberdies einen ebenfalls zu A (also zu
einem der Am,) gehorigen Punkt &y von folgender Eigenschaft enthdlt : man hat

[f (2m,) —F (§v) — (2m,— &) - S/(§)| = €]2m, — v,

wobei wiederum zm, jeden Punkt der Begrenzung aller Am, bedeutet.”
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tenlinge A, N2, - .-, N/2™ zerlegen, derart dass jedes @, und R, der Beding-
ung (1) geniigt.

Legt man nun bei dem Goursat’schen Beweise des Integralsatzes eine in vor-
stehender Weise modificirte Gebietstheilung zu Grunde, so behalten nichtsdesto-
weniger alle wesentlichen Schliisse ihre Geltung, da sie in Wahrheit von einer
etwaigen Congruenz der betreffenden Quadrate vollig unabhingig sind. Man
hat nimlich fiir jedes der oben mit ), bezeichneten quadratischen Theilstiicke,
falls dessen Seitenldnge mit @, bezeichnet wird :

f(' lzu_gul|dzu|<(\/§aﬂ-)4a#=\/§4Q#‘

u)
Und wenn R, ein Bruchstiick eines Quadrates )
Theil von dem Curvenstiicke s, begrenzt wird :

= a? bedeutet, welches zum

v

f |2, — &,||dz,| < (V2a,) (4a,+8,) =V2(4Q, + As,).*
(R,

Bezeichnet man also mit 9 die Summe der Quadrate des urspriinglichen
A-Gitters, soweit dieselben Innen-Punkte von A enthalten, mit S die Ge-
sammtlinge der Randcurve von 4, und fasst ausserdem wieder die ¢, , /2, un-
ter der Beziehung A, zusammen, so folgt :

S [ = blds < VE@A+AS),
(4,)

worauf dann alles iibrige genau wie bei dem urspriinglichen GOURSAT’schen
Beweise sich ergiebt.

Ich glaube nicht fehl zu gehen, wenn ich annehme, dass Herr GOURSAT den
oben citirten Ausspruch ungefihr im Sinne der eben gemachten Auseinander-
setzungen verstanden wissen will: immerhin diirften die vorstehenden Erldute-
rungen wohl nicht so ganz selbstverstindlich und somit auch nicht iiberfliissig
erscheinen.

Der Vollstandigkeit halber mochte ich noch hinzufiigen, dass die fiir den obigen
Beweis, noch erforderliche Relation :

* Dabei konnte By ausser der von Herrn GOURSAT (Acta Mathematica, a. a. O., p. 199)
schematisch angedeuteten Gestalt (Fig. I) auch diejenige von Fig. II haben. Die obige Un-
gleichung bleibt aber auch richtig fiir ein Theilstiick von der Form Fig. 1II und sogar, wenn
der in der vorigen Fussnote charakterisirte Fall vertritt (Fig. IV) : natiirlich hat man dann un-
ter s, die Summe der betreffenden Curvenbdgen zu verstehen.
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f 2dz =
(c)

(wo ¢ eine geschlossene Curve bedeutet, die man im iibrigen nur als stetig und
rectificirbar anzunehmen braucht) entgegen einer frither von mir gemachten,
die principielle Einfachheit des GoursaT’schen Beweises mit Unrecht in Frage
stellenden Bemerkung,* ohne jede umstandlichere Grenzbetrachtung auf die aller-
einfachste Art gewonnen werden kann, sofern nur die Bedeutung und eindeutige
Existenz von f J(z)dz, erstreckt iiber eine Curve vom Charakter ¢ in der iib-
lichen Weise festgestellt ist. Darnach hat man namlich, wennz, z, -, 2,_,,
z, = 2, eine cyklische Folge von Punkten auf der Curve ¢ bedeuten und ¢, einen

willkiirlichen Punkt des Bogenstiickes z,_, 2, vorstellt :

v—1%v

f Zdz=L Z(zv_zv—l)gv (2"7:20)'
(e)

n=w y=1

Setzt man jetzt einmal: &, =z , darauf: &, =2, ,, so folgt durch Addition der
betreffenden Gleichungen :

2 2dz=1.2 (2 —2_,)= L —2)=0, qed

(¢) n=w p=1

Durch die vorstehenden Betrachtungen wird der fragliche Integralsatz zu-
nachst nur fir den Fall abtheilungsweise monotoner Randcurven + gewonnen.
Will man rectificirbare Curven im allgemeinsten (d. h. SCHEEFFER-JORDAN’-
schen) Sinne als Begrenzung zulassen } so bleibt wohl kaum ein anderer Weg,
als dass man dem obigen Resultate lediglich die Giiltigkeit des Satzes fiir ein
Dreieck entnimmt und sodann mit Hiilfe einer Grenzbetrachtung auf rectificir-

*Minchener Berichte, Bd. 25 (1895), p. 42, Fussnote.

1 Bezw. fiir Randcurven, welche von keiner Parallelen zu den Axen in unendlich vielen Punk-
ten geschnitten werden.

1 In Bd. 1 dieser Zeitschrift, p. 501, letzte Fussnote, bemerkt Herr E. H. MOORE, ich scheine
leider mit dem heutzutage iiblichen Begriffe der allgemeinen rectificirbaren Curven nicht in Fithlung
zu sein (“‘ out of touch with * * *?),  Das diirfte indessen wohl nicht ganz zutreffen. Ich glaube
sogar in Folge des intimen Umganges mit dem Schopfer jenes Begriffes, meinem leider allzu friih
verstorbenen Freunde LUDWIG SCHEEFFER, hieriiber ebenso frith und ebenso genau orientirt ge-
wesen zu sein, als irgend ein anderer. Immerhin hatte ich, als ich den von Herrn MooRE
citirten Aufsatz (Miinchener Berichte, 1895) iiber den CAUCHY’schen Integralsatz schrieb,
nach dem Vorgange von DU BoIS-REYMOND gegen die definitive Einfiihrung des verallgemein-
erten Rectifications-Begriffes gewisse Bedenken (a. a. 0., p. 55, Fussnote 2). Seitdem ist nun
freilich mein Glaube an des letzteren Autoritit, wie in manchen anderen Punkten, so auch in
diesem merklich geschwunden. Und nachdem durch die zweite Auflage von C. JORDAN’S Cours
d’ Analyse T. I (welche zur Zeit der Abfassung jenes Aufsatzes zwar schon erschienen, mir je-
doch unbekannt geblieben war) die Fruchtbarkeit des fraglichen Begriffes in das richtige Licht
gesetzt worden ist, habe ich denselben auch bedingungslos acceptirt (8. z. B. Encyklop. der
Math. W., Bd. II, p. 41).
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bare Curven iibertriigt. * Hat man also dieses Ziel vor Augen, so erscheint es
offenbar weit zweckmiissiger, jenen Integralsatz zunichst wberhaupt nur fiir den
wesentlich einfacher gearteten Fall eines Dreiecks zu beweisen. Nach meinem
Dafiirhalten wiirde aber dieser Weg selbst dann jedem anderen vorzuziehen sein,
wenn man sich—etwa aus didaktischen Riicksichten—schliesslich mit der Zu-
lassung abtheilungsweise monotoner oder auch nur «gewohnlicher” Randcurven
begniigen will.. Die Definition bezw. der Existenz-Beweis fiir das iiber eine
Curve erstreckte Integral f S (z) dz erfordert lediglich die Stetigkeit, nicht aber
die Differenzirbarkeit von f(z). Auf derselben Grundlage ergiebt sich, dass
eine infinitesimale Aenderung des Integrationsweges auch nur eine infinitesimale
Aenderung des Integralwerthes nach sich zieht, dass also in’s besondere jedes
Clurven-Integral mit beliebiger Anniherung durch ein Polygon-Integral ersetat
werden kann. Diese Erkenntniss ist an sich wichtig und fiir zahlreiche analy-
tische Untersuchungen geradezu wnentbehrlich. Hat man sie nun aber einmal
gewonnen, so liegt in der That gar kein verniinftiger Grund vor, den Beweis des
eigentlichen Integralsatzes mit denjenigen Complicationen zu belasten, die sich
aus der mehr oder minder zusammengesetzten Natur der Randcurve ergeben.
Der wahre Kern jenes Integralsatzes liegt in seiner Giiltigkeit fiir irgend einen
Special-Bereich einfachster Art z. B. ein Dreieck und unter Voraussetzung der
Differenzirbarkeit von f(z). Die Moglichkeit, ihn auf krummlinig begrenzte
Bereiche zu iibertragen, beruht dagegen lediglich auf Stetigkeits-Eigenschaften,
welche den Integralen jeder stetigen Function zukommen. §

Dies vorausgeschickt, glaube ich vielleicht manchem einen kleinen Dienst zu
leisten, wenn ich den fraglichen Dreiecks”-Beweis, einschliesslich der hierfiir
zweckmiissigen Formulirung und Herleitung des GoursaT’schen Lemmas im
folgenden noch vollstindig durchfiihre.

Lemma L. (Specialform des Goursat’schen Lemmas). Ist f(z) fiir jede
einzelne Stelle 2" im Innern und auf der Begrenzung des Dreiecks A eindeutig
definirt, stetig und mit einem endlichen § Differentialquotienten f'(z) begabt, so

* Vgl. C. JORDAN, a. a. 0., § 196, 197. Auch der in Bd 1 dieser Zeitschrift, pp. 499-506 mit-
ge heilte Beweis des Herrn MoORE liefert in der bezeichneten Richtung keinen anderen Weg
(vgl. a. a. 0., p. 505), da hierbei die Randcurven ebenfalls noch von gewissen Special-Beding-
ung, iibrigens von ziemlich complicirtem Charakter geniigen miissen.

t In der That braucht, bei der Beschriinkung auf abtheilungsweise monotone Randcurven C, fiir
die Giiltigkeit des Integralsatzes nur die Stetigkeit, nicht die Differenzirbarkeit von f(z) auf C
selbst vorausgesetzt zu werden. Vgl. Miinchener Berichte, a. a. O., p. 71. (Fiir den Fall,
dass (', Schnabelspitzen’’ besitzt, wire noch eine einfache Modification zu dem a. a. 0. gesagten
hinzuzufiigen).

1 Damit ist also nicht einmal vorausgesetzt, dass die Gesammtheit der Zahlen | f/(2) | unter
einer endlichen Schranke bleibt. Auch brauchen in Bezug auf die Stetigkeit von f(z) und bei
der Bildung von f’ (z) durchaus nur solche Punkte in Betracht gezogen zu werden, welche dem
Innern oder der Begrenzung von A angehiren (mit anderen Worten : f(2z) braucht (, nack aussen’
weder stetig, noch differenzirbar zu sein).
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ldsst sich A zu jedem € > 0 in eine endliche Anzahl unter sich und mit A Ghn-
licher (im allgemeinen aber nicht congruenter) Dreiecke A, zerlegen,
derart dass :

(1) |f @) —Sf(E)— (=, — &) S E)] = €|z, — &,

Dabei bedeutet z, jeden beliebigen Punkt auf der Begrenzung von
A,, dagegen &, einen bestimmten, im Inneren oder auf der Begrenzung von
A, allemal wirklich vorhandenen Punkt.

Beweis. Der auf die Existenz von f'(z) beziigliche Theil der Voraussetzung
besagt folgendes: Zu jeder Stelle 2" und zu jedem e > 0 existirt eine bestimmte
Zahl f'(z") und eine positive Zahl p,, sodass :

TOZTE) _ pey| e fie: 0< joms| <l
und daher :

@A) | fe)=fE)—(r—2)f')] = €

Man halbire nun zunichst die 3 Seiten o, a®, a® von A und zerlege A durch
geradlinige Verbindung der Halbirungs-Punkte in 4 congruente, dem urspriing-
lichen A dhnliche Dreiecke mit den Seiten a®)/2 (k =1, 2, 8). Jedes dieser 4
Dreiecke, sofern es nicht bereits der Bedingung (I) geniigt, zerlege man auf die
nimliche Art und setze dieses Verfahren analog d. h. in der Weise fort, dass
jedes zum Vorschein kommende Theildreieck, welches der Bedingung (I) ge-
niigt, von der weiteren Untertheilung ausgeschlossen wird. Man muss dann
allemal nach einer begrenzten Anzahl solcher Operationen zu einer Eintheilung
gelangen, bei welcher jedes Theildreieck der Bedingung (I) geniigt.

Denn angenommen, dies wire nicht der Fall, so miisste wenigstens eine unbe-

z—2'| fiic: 0=|z—2"| <p..

grenzte Folge von Dreiecken

ALAL AL - A

I

mit den resp. Seitenlingen :
a*) qt a'x

o"'2 ’ 27_5',"',"2,,‘9"' (k=1, 2, 3)

a(K)
resultiren, derart dass jedes dieser Dreiecke A, einen Bestandtheil (néimlich ein
Viertel) des vorangehenden bildet, also auch in sdmmtlichen vorangehenden ent-
halten ist, wihrend andererseits keins dieser Dreiecke der Bedingung (I) ge-
niigt. Es miisste dann ein bestimmter Punkt £ existiven, welcher im Innern

oder auf der Begrenzung sdmmtlicher A, (incl. A) liegt. Alsdann hiitte man
aber nach Ungl. (1):

@) /@) =S — =8 @) = elz—§
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fiir ein gewisses p, > 0 und alle dem Bereiche A angehorigen, der Bedingung :
|z — €| <p. geniigenden Punkte z. Wird nun aber » so gross angenommen,
dass: a®@/2" <p, (¢ =1,2,8), so fallen simmtliche A, , fiir welche » = n, ganz
innerhalb des Geltungsbereiches der Ungleichung (2), wiirden also speciell auch
in Bezug auf ihre Begrenzungspunkte der Bedingung (I) geniigen, was der oben
gemachten Annahme widerspricht. Dieselbe erscheint daher als unzulissig,
womit dann das ausgesprochene Lemma bewiesen ist.

Lemma 1L Zerfallt bei der in dem vorigen Lemma beschriebenen Theilung
das Dreieck A mit dem Umfange a® + a® 4 a® = s im ganzen in p dhnliche
Dreiecke A, mit den resp. Umfangen s,, so ist:

II) ﬁ sl =s",
v=1

Beweis. Es besitze die kleinste Art von Dreiecken, die bei der fraglichen
Eintheilung vorkommt, die Seitenlingen a®)/2" (x =1, 2, 8), also den Umfang
$;2". Jedes etwa vorkommende gréssere Dreiecke A, besitzt dann einen Um-
fang: s, =2""-8/2", wo: 1 =m, < n, und lisst sich darnach in 2" jener
Minimal Dreiecke zerlegen. Da nun: s? = 2" (s/2")?, so darf man in dem
Ausdrucke: Y *=rs? jedes s?, welches nicht schon von einem Minimal-Dreiecke
A, herriihrt, also den Werth: 1-(s/2")* besitzt, gerade durch dasjenige Multi-
plum von (s/2")? ersetzen, welches die genaue Anzakl der in A, Platz findenden
Minimal-Dreiecke angiebt. Da aber die Gesammtzahl der in A iiberhaupt un-
terzubringenden Minimal-Dreiecke 2° ist, so ergiebt sich:

2 S 2
D8t =2". (,,) =&, qed*
v=1 2

Havrrsarz. Ist f(z) fiir jede cinzelne Stelle im Innern und auf der Be-
grenzung des Dreiecks A eindeutig definirt, stetiy und mit einem endlichen
S (=) begabt, so ist :

Beweis. Man nehme e > 0 beliebig klein an und denke sich das Dreieck A
auf Grund des Lemma I in p dhnliche Dreiecke A, zerlegt, welche der Beding-
ung (I) geniigen. Man hat dann zunéchst:

* Der Beweis gestaltet sich noch kiirzer, wenn man den geometrischen Satz beniitzen will,
dass die Fliachen ahnlicher Dreiecke sich verhalten, wei die Quadrate homologer Seiten, also auch
wie diejenigen der Perimeter. Mann findet alsdann ohne weiteres :

P

V4
Y=Y 4a,:4, dh Y& =5,

v=1 v=1 v=1
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[ r@a=3% [ foe=% [re)d.,

vorausgesetzt, dass alle Integrale in demselben, etwa dem positiven Sinne ver-
standen werden.
Nun ist identisch :

[reya= [ 1re)—rE)-e—8)r @) &

@) BT EN [ ot ) [ nde,

fdz,,: 0, fz,,dz,,= 0,

und mit Beriicksichtigung von Ungl. (I):

S re)a,

und daher, wegen :

= [176)— 1) —E—E) /@) dal,

= eflz,,—f,,| |dz, | .

Wird nun wiederum der Umfang von A, mit s, bezeichnet, so hat man unter
allen Umstanden :
'zv - Evl < %‘3,,

Uf(z,)dz, <%—es,,f[dz,,|= s

und daher mit Beriicksichtigung von Lemma II:

‘also:

d. h. schliesslich :

MUNCHEN, 5. Mai, 1901.

* In ganz analogerWeise kann der Beweis auch fiir den Fall eines Rechtecks gefiihrt werden :
der von mir in Bd. I (1900) der Bibliotheca mathematica, p. 478 skizzirte Beweis ist in
diesem Sinne zu vervollstindigen. In seiner jetzigen Fassung beruht er anf derjenigen unzutref-
fenden Anwendung des GoURSAT’schen Lemmas, welche auf den ersten Seiten der vorliegen-
den Note des néheren erdrtert wurde.




